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nghiệm của một lớp phương trình vi phân phân thứ sử dụng đạo hàm
Ψ–Caputo. Bằng cách chuyển bài toán ban đầu về một phương trình 
tích phân tương đương, chúng tôi xây dựng một toán tử thích hợp
trong không gian hàm liên tục. Dựa trên các giả thiết Lipschitz đối với
hàm phi tuyến F, các định lý điểm bất động Banach và Schauder được
áp dụng nhằm thiết lập các điều kiện đủ bảo đảm sự tồn tại và duy
nhất nghiệm của bài toán. Các kết quả thu được mở rộng và bổ sung
cho một số kết quả đã biết trong lý thuyết phương trình vi phân phân 
thứ, đồng thời làm rõ vai trò của đạo hàm Ψ–Caputo như một công cụ
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tổng quát hóa nhiều dạng đạo hàm phân thứ quen thuộc. Nghiên cứu
này góp phần cung cấp cơ sở lý thuyết cho việc áp dụng các mô hình
vi phân phân thứ trong việc mô tả các hiện tượng có tính nhớ trong
vật lý, kỹ thuật và sinh học.

1. Giới thiệu
Nguồn gốc của khái niệm đạo hàm phân thứ có thể được truy tìm từ một trao đổi thư từ giữa 

L’Hopital và Leibniz. Cụ thể, trong thư ngày 30 tháng 9 năm 1695, L’Hopital đã đặt câu hỏi cho 

Leibniz về ý nghĩa của ký hiệu 
n

n

D
Dx

, vốn được Leibniz dùng để chỉ đạo hàm bậc n của hàm ( ) ,f x x=

trong trường hợp n là một phân số, ví dụ như 1
2

n = . Phản hồi của Leibniz, "Someday it would lead to

useful consequences", đã khơi gợi sự quan tâm đến lĩnh vực này. Tiếp nối ý tưởng đó, nhiều nhà toán 
học sau này đã đóng góp vào việc phát triển các định nghĩa về đạo hàm phân thứ, bao gồm 
(Lacroix,1819), (Fourier, 1822), (Abel, 1823), và (Liouville,1832), cùng nhiều người khác.

Trong những thập kỷ vừa qua, lĩnh vực giải tích phân thứ và các phương trình vi phân liên quan 
đã trở thành một chủ đề nghiên cứu thu hút sự chú ý đáng kể trong cộng đồng toán học.

Trước sự đa dạng của các khái niệm đạo hàm phân thứ, (Kilbas, 2006) đã đề xuất một định 
nghĩa tổng quát hơn, được gọi là đạo hàm phân thứ tổng quát của hàm f theo hàm Ψ. Định nghĩa này 
được biểu diễn bởi công thức: 

, ,1( ) ( ),
( )

n
n

a a
dD f x I f x

x dx
  − 
+ +

 
=   

trong đó, ,n
aI

− 
+ đại diện cho toán tử tích phân Ψ–Riemann-Liouville tác động lên hàm f theo hàm Ψ

(chi tiết xem Mục 1). Điểm đặc biệt của định nghĩa này là việc lựa chọn hàm Ψ khác nhau sẽ dẫn đến 
các dạng đạo hàm phân thứ cụ thể khác nhau (Kilbas, 2006).
Trong bài báo này, chúng tôi xét bài toán sau:

, ( ) ( ) , ( ) , ,
( ) ,

( )C
a

a

D t t t t t I
a

   
 


+

 = + 


= 

F (1.1)

trong đó ,(0,1), ( )C
aD t + là đạo hàm phân thứ Ψ–Caputo được xác định như trong Định nghĩa 2.2;

: I  →F và  là số không âm.
Trong xuyên suốt bài báo này này, chúng ta giả sử rằng hàm : I  →F và : I I →F thoả mãn các 
giả thuyết sau:
(A1) Hàm F liên tục trên I ;
(A2) Tồn tại hằng số dương M sao cho

1 2 1 2( , ) ( , ) ,| | | |t t M   −  −F F với mọi t I và 1 2, ;  

(A3) sup ( ,0)
t I

F F t


= .

Ký hiệu ( , )nC I R là không gian của tất cả các hàm số khả vi và liên tục n lần từ I vào R, với chuẩn được 

định nghĩa như sau:
1

( ) ( )

0
0

,
n

n n
n

i
  

−

=

= +‖ ‖

trong đó n = 0, ta có 0( , ) ( , )C I C I=R R và 0 max | ( ) | .t I t =‖ ‖

2. Nội dung
2.1. Kiến thức chuẩn bị
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Mục này trình bày các kết quả cơ bản của giải tích phân thứ, gồm đạo hàm và tích phân Ψ–
Riemann–Liouville, Ψ–Caputo, cùng một số bổ đề, định lý hỗ trợ. Chi tiết chứng minh xem trong 
Almeida (Ricardo Almeida, 2017), (Sousa, 2018) và (Oliveira, 2919) , (Pachpatte, 2001).
2.1.1. Giải tích phân thứ tổng quát
Định nghĩa 2.1. (Ricardo Almeida, 2017) Cho α > 0 và f là hàm khả tích trên I và 1( )C I là hàm

dương và đơn điệu tăng sao cho ( ) 0x  , với mọi .x I Tích phân phân thứ và đạo hàm phân thứ Ψ–

Riemann-Liouville của hàm f đối với Ψ được định nghĩa như sau:

, 11( ) : ( )( ( ) ( )) ( )
( )

x

a a
I f x t x t f t dt 


  −

+ =   −
 

và

, , 11 1 1( ) : ( ) ( )( ( ) ( )) ( ) .
( ) ( ) ( )

n n
xn n

a a a

d dD f x I f x t x t f t dt
x dx n x dx

  


 −  − −

+ +

    = =   −      −    


trong đó [ ] 1.n = +

Tính chất 2.1. (Sousa và Oliveira [2]) Cho 0  và 0  . Khi đó, ta có
, , ,( ) ( ).a a aI I f x I f x     + 
+ + +=

Định nghĩa 2.2. (Almeida [1]) Cho 0, n   và , ( )nf C I là hai hàm số sao cho Ψ là hàm dương 

và đơn điệu tăng sao cho ( ) 0,x  với mọi .x I Đạo hàm phân thứ Ψ–Caputo bên trái của f cấp α

được định nghĩa như sau:

, , 1( ) : ( ),
( )

n
C n

a a
dD f x I f x

x dx
  − 
+ + 

 
=   

trong đó, 
[ ] 1,
, .

n
 
 

+ 
=  

Để thuận tiện, chúng ta ký hiệu

[ ] 1( ) : ( ).
( )

n
n df f x f x

x dx 

 
=   

Từ Định nghĩa 2.2, ta nhận thấy rằng: nếu m =  , thì
, [ ]( ) ( ).C m

aD f x f x 
+ =

và nếu  thì

, 1 [ ]1( ) ( )( ( ) ( )) ( ) .
( )

xC n n
a a

D f x t x t f t dt
n

 


  − −

+ =   −
 − 

Trong trường hợp (0,1)  , ta được 

, 1( ) ( ( ) ( )) ( ) .
(1 )

xC
a a

D f x x t f t dt 


 − 

+ =  −
 − 

Định lý 2.1. (Almeida [1]) Cho 1, [ , ].nf C a b+ Khi đó, ta có

, [ ] [ ]( ( ) ( )) 1( ) ( ) ( ( ) ( )) ( ) .
( 1 ) ( 1 )

n xC n n n
a a

x a dD f x f a x t f t dt
n n dt


 

 

−
 −

+  

 −
= +  −

 + −  + − 

Ví dụ 2.1. Xét hàm số sau:
1( ) ( ( ) ( )) , .f x x a n −=  − 

Vì
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[ ] 1( )( ) ( ( ) ( )) .
( )

n nf x x a
n




− −



=  −
 −

Với 0,  ta có

, [ ] [ ]( ( ) ( )) 1( ) ( ) ( ( ) ( )) ( ) .
( 1 ) ( 1 )

n xC n n n
a a

x a dD f x f a x t f t dt
n n dt


 

 

−
 −

+  
 −

= +  −
 + −  + − 

Thực hiện phép đổi biến ( ) ( ) ,
( ) ( )
t au
x a

 −
=
 −

ta được

, 1( )( ) ( ( ) ( )) ( , ),
( ) ( )

C
aD f x x a B n n

n n
    

 
 − −

+


=  − − −
 −  −

trong đó, 
1 1 1

0
( , ) (1 ) , , 0.x yB x y t t dt x y− −= − 

Từ ví dụ trên, ta có thể thấy với ,n k  ta có
, !( ( ) ( )) ( ( ) ( )) .

( 1 )
C k k

a
kD x a x a

k
 


 −

+  − =  −
 + −

Mặt khác, với 0 ,n k  ta cũng có
, ( ( ) ( )) 0,C k

aD x a 
+  − =

vì
( ( ) ( )) 0.n kD x a  − =

Mối quan hệ giữa đạo hàm phân thứ Ψ– Riemann-Liouville và đạo hàm phân thứ Ψ– Caputo.
Định lý 2.2. (Almeida [1]) Nếu [ , ]nf C a b và 0,  thì

1
, , [ ]

0

1( ) ( ) ( ( ) ( )) ( ) .
!

n
C k k

a a
k

D f x D f x x a f a
k

 
−

 
+ + 

=

 
= −  − 

 


Bổ đề 2.1. (Almeida [1]) Cho 0  và 1  . Khi đó, các điều sau đây thoả mãn

, 1 1( )( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )aI t a t a      
 

 − + −
+


− = −

 +

và
, 1 1( )( ) ( ) ( ) ( ) .

( )
( ) ( )C

aD t a t a      
 

 − − −
+


− = −

 −

Mối quan hệ giữa đạo hàm phân thứ và tích phân phân thứ.
Giống như vi–tích phân cổ điển, đạo hàm phân thứ Ψ–Caputo là một phép toán tử nghịch đảo 

trái của tích phân phân thứ đối với hàm Ψ. Có thể thấy trong định lý sau:
Định lý 2.3. (Almeida [1]) Cho 1[ , ]f C a b và 0,  ta có

, , ( ) ( ).C
a aD I f x f x  
+ + =

Nhưng trong tổng quát, đạo hàm phân thứ Ψ– Caputo là không phải là một phép toán tử nghịch
đảo phải của tích phân phân thứ đối với hàm Ψ. Điều này được chỉ ra trong định lý sau:
Định lý 2.4. (Almeida [1]) Cho [ , ]nf C a b và 0,  ta có

[ ]1
, ,

0

( )( ) ( ) ( ( ) ( )) .
!

( )
kn

C k
a a

k

f aI D f x f x x a
k

 
−

  
+ +

=

= −  −

Trong trường hợp (0,1), thì ta có
, , ( ) ( ) ( ).( )C

a aI D f x f x f a  
+ + = −
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Định lý 2.5. (Almeida [1]) Cho , [ , ]nf g C a b và 0.  Khi đó, ta có
1

, ,

0
( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) ( )) ,

n
C C k

a a k
k

D f x D g x f x g x c x a 
−

 
+ +

=

=  = +  −

trong đó kc là các hằng số bất kỳ.

2.1.2. Một vài kết quả bổ trợ
Trong mục này, chúng tôi nhắc lại một số bổ đề và định lý dùng để chứng minh các kết quả 

chính của bài báo này.
Bổ đề 2.2. (Sousa và Oliveira [3]) Cho 1( )C I là hàm dương và đơn điệu tăng sao cho ( ) 0,x  với 

mọi , ( )x I u t và ( )v t là các hàm số khả tích trên I, và ( , ).w C I R Giả sử v và w là hai hàm số không âm 

và tăng trên I. Nếu
1( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ,

t

a
u t v t w t t s u s ds− + 

thì

( )( ) ( ) ( ) ( )( ( ) ( )) ,u t v t w t t a 
     −

trong đó ( )z là hàm Mittag-Leffler được định nghĩa như sau:

0
( ) , 0, .

(1 )

k

k

zz k
k 




=

=  
 +

Bổ đề 2.3. (Pachpatte [4]) Cho , , ( , )u v c C I + R và ( )h t là hàm số liên tục, không âm và tăng trên I. Nếu

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,
t s

a a
u t h t v s u s c u d ds    + +   

thì ta có

 ( )( ) ( ) 1 ( )exp ( ) ( )
t s

a a
u t h t v s v c d ds    + +    với t I

Định lý 2.6. (Khamsi và Kirk [5]) Cho X là không gian Banach và A X là một tập con đóng, khác

rỗng. Giả sử 0, 0,1,2,n n  =  là một dãy sao cho
0

n
n




=
 hội tụ. Nếu ánh xạ :A A→U thỏa mãn bất đẳng 

thức sau:
n n

nu v u v−  −U U ‖ ‖ ,

với mỗi 0,1,2,n =  và , .u v A Khi đó, ánh xạ U có điểm cố định duy nhất *.u Hơn nữa, dãy 

0 1{ }n
nu 
=U hội tụ đến điểm cố định *u với mọi 0 .u A

2.2. Kết quả chính 
Để chứng minh sự tồn tại và duy nhất nghiệm của bài toán (1.1). Trước tiên, chúng tôi chứng 

minh: bài toán (1.1) tương đương với phương trình tích phân.
Bổ đề 2.4. Cho F là hàm số liên tục, và  là hằng số không âm. Khi đó, 1( , )C I  là nghiệm của bài 

toán (1.1) khi và chỉ khi  thoả mãn phương trình tích phân sau:

1 11( ) ( , ) ( ) ( , ) , ( ) , .
( ) ( )

( )t t

a a a
t t s s ds t s F s s ds t I    

 
− −= +  +   

   (2.2)

trong đó, 1 1( , ) ( )( .( ) ( ))t s t t s −  − =  −

Chứng minh. Giả sử 1( , )C I  là nghiệm của bài toán (1.1). Ta đặt

( )( ) ( ) , ( ) .t t t t = +H F
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Bài toán (1.1) được viết lại như sau:
, ( ) ( ).C

aD t t + =H

Bằng cách lấy tích phân ,
a
I +  cả hai vế của phương trình trên và áp dụng Định lý 2.4, ta thu được

, , ,( ) ( )( )C
aa a

I D t I t  + +
  

+ = H

hay
,( ) ( ) ( ).

a
t a I t  +

− = H

Vì vậy, ta có

( )1 11( ) ( , ) ( ) ( , ) , ( ) , .
( ) ( )

t t

a a a
t t s s ds t s s s ds t I    

 
− −= +  +   

   F

Ngược lại, giả sử rằng 1( , )C I  là nghiệm của phương trình tích phân (2.2). Bây giờ, chúng ta chứng 

minh  cũng là nghiệm của bài toán (1.1). Lấy đạo hàm ,C
aD
 
+ hai vế của bài toán (2.2) và áp dụng Định 

lý 2.4, ta thu được
, , ,( ) ( ) ( ).( )C C

a a a
D t D I t t   +

  
+ += =H H

Điều này có nghĩa là 
, ( ) ( ).C

aD t t + =H

Do đó, hàm ξ là nghiệm của bài toán (1.1).

Định lý 2.7. Giả sử F thoả mãn các giả thuyết (A1)–(A3). Nếu

( ) ( )
1,

(1 )
( ) [ ]b a M F  


− + +


 +

(2.3)

thì bài toán (1.1) có nghiệm duy nhất trên I.
Chứng minh. Trước tiên, ta đinh nghĩa

: : ( ) and sup ( ) ,{ | | | }a a
t I

I a t      


= → =  − 

trong đó  thỏa mãn

1(1 ) 1 .
( ) ( )

| |( )( ) ( )a
b a M F

 
  

− +
 −

− + +

Toán tử :  →U được định nghĩa như sau:

1 11( ) ( , ) ( ) ( , ) , ( ) ,
( ) ( )

( ) ( )t t

a a a
t t s s ds t s s s ds t I    

 
− −= +  +   

  U F (2.4)

Để chứng minh định lý này, chúng tôi sử dụng định lý điểm bất động Banach (Định lý 2.6) và chia 
thành các bước chứng minh sau:
•  U với mọi   .

• :  →U là toán tử liên tục.

  0• m m 

=
U hội tụ.

Bước 1. Dựa vào định nghĩa  và giả thuyết (A2), chúng ta có đánh giá sau:

( ) ( ) , ,| | | | | | | |a a at t t I      − +  +   (2.5)
từ đây suy ra

, ( ) , ( ) ( ,0) | ( ,0) | ( ) , .| ( )| | ( ) | | |s s s s s s M s F M F t I    − +  +  +  F F F F (2.6)
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Thực hiện các biến đổi cơ bản, ta được đánh giá sau:
1 1

1 1

1

1( )( ) ( , )| ( ) | ( , )| ( , ( )) |
( ) ( )

1( , )| ( ) | ( , )| ( ,0) |
( ) ( )

1 ( , )| ( , ( )) ( ,0) | .
( )

| | t t

a a a

t t

a a

t

a

t t s s ds t s s s ds

t s s ds t s s ds

t s s s s ds

 

 



   
 
 
 




− −

− −

−

−   + 
 

  + 
 

+  −


 

 



U F

F

F F

(2.7)

Kết hợp các đánh giá (2.5), (2.6) và (2.7), và áp dụng Bổ đề 2.1, ta được
1( | |) ( | |)( )( )( ) ( , ) ( ) ( )

( ) (1 )
| | ( )ta a

a a

M F M Ft t s ds b a       
    

 
−+ + + + + +

−    − 
  +U (2.8)

Từ đây, ta suy ra  U với mọi . 

Bước 2. Với 1 2a t t b   và   , ta có đánh giá sau:
1 2

1

1 2

1

1 1 1
2 1 2 1 2

1 1 1
2 1 2 .

( )( ) ( )( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( )
( )

1 1( , ) ( , ) , ( ) ( , ) , ( )
( ) ( )

| | (| ( ) |)

| ( ) ( ) ( ) |

t t

a t

t t

a t

t t t s t s s ds t s s ds

t s t s s s ds t s s s ds

  

  

   


 
 

− − −

− − −

−   − − 


+  − − 
 

 

 

U U

F F
(2.9)

Mặc khác, từ (2.5) và (2.6) ta cũng có các đánh giá
1 1 1

2 1 2 1
( )( , ) ( , ) | ( ) | ( | |) ( ( ) ( )) ( ( ) ( )) ;

( 1)
( ) [ ]t

aa
t s t s s ds t a t a         


− − 

 −  + − − −
 +

2

1

1
2 2 1

( )( , )| ( ) | ( | |) ( ) ( ) ;
( 1)

( )t

at
t s s ds t t     


− 

  + −
 +

1 1 1
2 1 2 1

( )( ( , ) ( , )) , ( ) ( | |) ( ( ) ( )) ( ( ) ( ))
( 1)

| ( ) | ( )[ ]t

aa
t s t s s s ds M F t a t a         


− − 

 −  + + − − −
 + F

và
2

1

1
2 2 1

( )( , ) , ( ) ( | |) ( ( ) ( )) .
( 1)

| ( )| ( )t

at
t s s s ds M F t t     


− 

  + + −
 + F

Áp dụng bất đẳng thức 1 2 1 2 ,( )e e e e  −  − trong đó 2 10 e e  và (0,1), chúng ta thu được đánh giá 
sau:

2 1 2 1
( | |) ( | |)| ( ) ( ) | 2 ( ( ) ( )) .
( 1) ( 1)

( ) ( ) a aM Ft t t t     
   

 
 + + +

−  + −  +  + 
U U (2.10)

Điều này có nghĩa là 2 1| ( ) ( ) | 0( ) ( )t t − →U U khi 12t t→ hay U là toán tử liên tục.
Bước 3. Tiếp theo, chúng ta chứng minh đối với mọi {0,1,2,...}m và mọi ,t I ta có

0 0( ) ( ) .
1 )(

( ) ( )
m

m m mM
t a

m


     


+
−  − −

 +
U U‖ ‖ ‖ ‖ (2.11)

Khẳng định này có thể được chứng minh bằng phương pháp quy nạp. Dễ thấy rằng trong trường hợp 
0,m= thì bất đẳng thức (2.11) luôn đúng. Thực hiện các bước quy nạp toán học, ta có

1 1
0 0

1 1 1

1 1 1

( ) ( )

max ( , ) ( ) ( )
( )

1 max ( , ) , ( ) , ( ) .
( )

| |

( ) ( )

m m m m

t m m
a t I a

t m m
t I a

t s s s ds

t s s s s s ds





   
  


 


− −

− − −


− − −


− = −

= +  −


+  −






U U U U U U

U U

F U F U

‖ ‖ ‖ ‖

(2.12)
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Theo giả thuyết (A2), với mọi t I và ,    và thực hiện các tính toán cơ bản, ta được

1
0

1

1

0 0

1 max ( , ) ( ) ( )
( )

( , ) ( ) ( ) .
( ) (1 )

| |

( ) ( )

t

t I a

t

a

M t s s s ds

M Mt s ds t a



 

   


      
 

−


−

+
−   −


+ +

  −  − −
  +





U U‖ ‖

‖ ‖ ‖ ‖
(2.13)

Với mỗi 2,m từ giả thuyết (A2) và đánh giá (2.12), ta có
1 1 1( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) .

( )
| | | |tm m m m

a

Mt t t s s s ds   


− − −+
−   −

 U U U U (2.14)

Với 2,m = từ Bổ đề 2.1 và (2.13), ta có đánh giá sau:

2

2 2 11
0 0

2
0

1( , )
( )

( ) ( ) , .
(1 2 )
( ) ( )

t

a

M t s ds

M
b a t I





   



   



−+
−   −



+
 − −  
 +

U U U U‖ ‖ ‖ ‖

‖ ‖

Giả sử rằng bất đẳng thức (2.11) luôn đúng với 0,m k=  nghĩa là

0 0( ) ( ) .
(1 )
( ) ( )k k

k
kM

b a
k


     


+

−  − −
 +

U U‖ ‖ ‖ ‖ (2.15)

Thì từ giả thuyết (A2), Bổ đề 2.1, các đánh giá (2.12), (2.14), (2.15) và thực hiện các tính toán cơ bản, 
ta thu được đánh giá sau:

1 1
0 0

1
( 1)

0

1 ( , )
( )

( ) ( )
(1 (1 ) )

,
( ) ( )

k k k kt

a

k
k t I

M t s ds

M
b a

k





   



   



−+

+

+

++


+
−   −



 − −
 + +



U U U U‖ ‖ ‖ ‖

‖ ‖
(2.16)

Do đó, sử dụng phương pháp quy nạp, ta kết luận bất đẳng thức (2.11) đúng với mọi 0.m
Ngoài ra, nếu ta đặt

0 0
( ) ( ) ,

(1 )
( ) ( )

m
m

m
m m

M
b a

m


  


 

= =

+
= −

 + 
thì theo định nghĩa của hàm Mittag-Leffler và (2.11), ta thu được

0 0( ) ( ) .(( )( ) )m m E M b a 
      −  + − −U U‖ ‖ ‖ ‖

Chúng ta thấy tất cả các điều kiện của Định lý 2.6 đều được thỏa mãn. Do đó, ta có thể kết luận toán tử 
U có điểm cố định duy nhất là *, nghĩa là bài toán (1.1) có duy nhất nghiệm * .
3. Kết luận

Trong bài báo này, chúng tôi đã chứng minh sự tồn tại và duy nhất nghiệm của phương trình vi 
phân bậc phân thứ Ψ–Caputo bằng cách vận dụng các định lý điểm bất động Banach và Schauder dưới 
những điều kiện Lipschitz thích hợp. Kết quả đạt được không chỉ củng cố cơ sở lý thuyết cho các bài 
toán vi phân phân thứ mà còn mở ra hướng nghiên cứu ứng dụng trong các mô hình vật lý, kỹ thuật và 
sinh học có chứa thành phần nhớ.
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